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密度场理论下 Delta 机器人最大内切工作曲线的
双模求解方法

黄飞翔,鄢　 然,马鹏程,夏　 磊,赵　 青

(重庆理工大学机械工程学院　 重庆　 400054)

摘　 要:针对 Delta 并联机器人工作空间标定困难的问题,提出一种基于密度场理论的最大内切工作曲线通用求解框架。 该方

法通过空间点集统计建模构建连续密度场,将复杂的边界求解问题转化为密度梯度极值检测问题,有效规避了传统几何法对复

杂曲面显式建模的依赖,克服了数值离散法精度依赖采样密度、参数调优复杂的固有局限。 核心创新点在于构建了不依赖额外

参数的普适性求解器,并开发了双路径互补机制:一方面,基于运动学方程的解析公式法通过精确计算圆周上有效点比例,实现

高精度最大内切曲线生成,适用于结构参数优化设计;另一方面,基于核密度估计( KDE)的数值点集法通过将离散点云转换为

连续概率密度函数,利用极值点判别边界,生成自带安全裕度的工程适用曲线。 实验结果表明,解析公式法求得的边界曲线上

最大关节角度运动偏差不超过 0. 056°,且严格满足第四轴双曲面约束与球铰链转角限制,验证了求解方法的准确性。 通过安

全裕度实验证明了数值点集法的边界曲线相较于解析公式法的边界曲线在径向方向上主动预留了安全裕度,可作为实际运动

控制的限位边界。 该方法兼具理论普适性与工程实用性,为高速并联机器人的轨迹规划、运动控制及尺度综合研究提供了新的

理论工具。
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Abstract:To
 

address
 

the
 

challenge
 

of
 

calibrating
 

the
 

workspace
 

of
 

Delta
 

parallel
 

robots,
 

this
 

study
 

proposes
 

a
 

general
 

solution
 

framework
 

of
 

searching
 

the
 

maximum
 

inscribed
 

working
 

curve
 

based
 

on
 

density
 

field
 

theory.
 

This
 

method
 

constructs
 

a
 

continuous
 

density
 

field
 

through
 

the
 

statistical
 

modeling
 

of
 

spatial
 

point
 

sets,
 

which
 

transforms
 

the
 

complex
 

boundary
 

determination
 

problem
 

into
 

a
 

density
 

gradient
 

extremum
 

detection
 

problem.
 

It
 

effectively
 

avoids
 

the
 

reliance
 

of
 

traditional
 

geometric
 

methods
 

on
 

the
 

explicit
 

modeling
 

of
 

complex
 

surfaces
 

and
 

simultaneously
 

overcomes
 

the
 

inherent
 

accuracy
 

limitations
 

of
 

numerical
 

discretization
 

methods
 

that
 

depend
 

on
 

the
 

sampling
 

density
 

and
 

require
 

the
 

complex
 

parameter
 

tuning.
 

The
 

core
 

innovation
 

lies
 

in
 

the
 

development
 

of
 

a
 

universal
 

solver
 

that
 

does
 

not
 

rely
 

on
 

additional
 

parameters
 

and
 

a
 

dual-path
 

complementary
 

mechanism:
 

On
 

one
 

hand,
 

the
 

analytical
 

formula
 

method
 

based
 

on
 

kinematic
 

equations
 

achieves
 

high-precision
 

generation
 

of
 

the
 

maximum
 

inscribed
 

curve
 

by
 

precisely
 

calculating
 

the
 

proportion
 

of
 

effective
 

points
 

on
 

the
 

circumference,
 

making
 

it
 

suitable
 

for
 

the
 

structural
 

parameter
 

optimization
 

design;
 

On
 

the
 

other
 

hand,
 

the
 

numerical
 

point
 

set
 

method
 

based
 

on
 

kernel
 

density
 

estimation
 

(KDE)
 

converts
 

discrete
 

point
 

clouds
 

into
 

continuous
 

probability
 

density
 

functions,
 

identifies
 

boundaries
 

using
 

extrema
 

and
 

generates
 

engineering-grade
 

curves
 

with
 

built-in
 

safety
 

margins.
 

Experimental
 

results
 

show
 

that
 

the
 

maximum
 

joint
 

angle
 

deviation
 

of
 

the
 

boundary
 

curve
 

obtained
 

by
 

the
 

analytical
 

formula
 

method
 

does
 

not
 

exceed
 

0. 056°,
 

which
 

strictly
 

satisfies
 

the
 

fourth-axis
 

hyperbolic
 

surface
 

constraint
 

and
 

the
 

spherical
 

hinge
 

rotation
 

angle
 

limit,
 

verifying
 

the
 

accuracy
 

of
 

the
 

solution
 

method.
 

The
 

safety
 

margin
 

experiments
 

demonstrate
 

that
 

compared
 

to
 

the
 

boundary
 

curve
 

derived
 

from
 

the
 

analytical
 

formula
 

method,
 

the
 

boundary
 

curve
 

generated
 

by
 

the
 

numerical
 

point
 

set
 

method
 

proactively
 

reserves
 

a
 

safety
 

margin
 

in
 

the
 

radial
 

direction
 

and
 

can
 

serve
 

as
 

a
 

limit
 

boundary
 

of
 

actual
 

motion
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control.
 

In
 

conclusion,
 

this
 

method
 

combing
 

the
 

theoretical
 

universality
 

with
 

engineering
 

practicality
 

provides
 

a
 

new
 

theoretical
 

tool
 

for
 

the
 

comprehensive
 

study
 

of
 

trajectory
 

planning,
 

motion
 

control
 

and
 

scaling
 

of
 

high-speed
 

parallel
 

robots.
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0　 引　 　 言

　 　 工作空间大小是评价机器人运动性能的核心指标之

一,直接影响其轨迹规划能力与任务适应能力[1-2] 。 自
 

Clavel[3] 发明 Delta 并联机构以来,该机构凭借高加速度、
低运动惯量及高刚度等特性,成为高速操作的首选构型,
已广泛应用于医药分拣、食品包装、电子装配等工业场

景,显著提升了产线效率。
然而,与串联机器人相比,并联机构存在工作空间相

对较小且结构参数优化复杂的固有缺陷[4] 。 伞红军等[5]

通过实验证明,Delta 机器人的结构参数对其运动性能影响

显著:增大动、静平台半径差和驱动臂长度,或减小从动杆

长度可改善机构性能。 但这些参数之间存在复杂的非线

性耦合关系,目前缺乏系统的理论指导其优化设计[6] 。
为解决此难题,研究者常将期望工作空间作为评价

指标或后续轨迹规划与结构优化的基准参数。 Laribi
等[7] 以长方体为期望空间指标,利用遗传算法求解满足

条件的优化参数。 Dastjerdi 等[8] 进一步提出了基于杆长

约束的最大内接长方体工作空间求解方法。 梁香宁等[9]

推导了单支链曲面方程,通过各支链曲面与最大内切球

体相求交得到球形工作空间。 高英儒[10] 则采用内接圆

柱体作为期望工作空间。
上述方法所存在的局限在于主观选取的期望工作空

间在形状、尺寸和姿态上各异,导致研究结论虽在特定条

件下有效,但普适性不足。 其次,易陷入局部最优解,所
得工作空间容积可能满足要求,但空间位置不满足实际

需求。 黄海忠[11] 指出,期望空间位置的合理性是轨迹规

划的前提。 梁艳阳等[12] 强调
 

Delta
 

并联机器人结构参数

与期望工作空间之间并非线性相关。 Hong 等[13] 分析表

明,杆长条件改变时,可达工作空间形状会急剧变化,边
界呈现非线性畸变特性。 Anvari 等[14] 进一步讨论了机

械结构的影响,指出不合理参数选择会导致结构侵入可

达工作空间,改变实际可达位置。
刘辛军等[15]提出了“Delta 并联机器人最大内切工作

曲面”
 

的概念,并通过 CAD 辅助求解。 该指标基于结构参

数,能有效统一期望工作空间的类型选取问题,避免重复

统计不可用空间,并规避不同参数导致的形状变化影响。
然而,并联机构的工作空间由多个复杂空间曲面包

络而成,难以获得其代数表达式。 姜轶辉[16] 交叉验证了

多种现有求解方法,指出传统几何法依赖复杂的空间曲

面解析建模,难以处理运动学约束(如第四轴双曲面、球

铰链转角)耦合下的边界问题。
采用蒙特卡洛法[17] 或网格扫描生成工作空间点云,

再通过聚类算法[18-19] 、凸包算法[20-21] 、Alpha
 

Shape[17-22] 或
 

Open
 

CV[23] 等数值离散法提取边界,虽规避了解析建模,
但精度依赖采样密度,且生成的曲线缺乏安全裕度设计,
无法直接用于工程限位控制,方法调参也较为复杂。

为解决上述问题,并求解具有实际工程意义的最大

内切工作曲线,本文受水平集方法[24] 中动态寻找等势面

的启发,引入“工作空间密度”概念。 将空间离散点集通

过核密度估计(kernel
 

density
 

estimation,
 

KDE) [25] 构建为

连续密度场,将边界检测问题转化为密度梯度极值点追

踪问题———密度场梯度的突变点即对应工作空间边界。
这一转换巧妙规避了复杂曲面的显式建模需求。 针对理

论与工程的不同需求,设计了解析与数值方法互补的双

路径求解架构。
本文第 1 章在现有的向量法正运动学和逆运动学解

算的基础上,增加了球铰链和旋转轴约束,确保理论结果

可直接映射到实际机构。 第 2 章详细推导了密度法理论,
并分别以空间点集和解算公式两条路径求解出了对应的

最大内切工作曲线。 第 3 章将理论计算结果、软件仿真结

果和实验数据三者对照印证,验证了理论方法的正确性。
文中所构建的求解器独立于机构参数,不依赖特定构型的

运动学方程,兼具理论严谨性与工程实用性,为并联机器

人尺度综合、参数优化与运动控制提供了新工具。

1　 运动学解算与空间约束条件

1. 1　 运动学解算

　 　 本文采用向量法推导 Delta 并联机器人的运动学正

逆解公式[26-27] 。 机构各支链分布与坐标系设定如图 1
所示。

图 1　 Delta 并联机构及其支链简图

Fig. 1　 Delta
 

parallel
 

mechanism
 

and
 

corresponding
 

branch
 

diagram
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Delta 并联机构主要由静平台、动平台、主动臂、从动

臂以 及 旋 转 关 节 组 成。 其 坐 标 系 设 定 为 静 坐 标

O-XYZ 系和动坐标系 o-UVW,两坐标系之间的变换可仅

由平移矩阵表示。
从图 1 中 P 方向观察,静坐标系与各支链在 XOY 平

面上的投影夹角 α i 分别为:

α i = 2π
3

( i - 1),
  

i = 1,2,3 (1)

从 Q 方向观察单条支链,Delta 机器人的关键几何参

数定义如表 1 所示。

表 1　 并联机构参数含义

Table
 

1　 Meaning
 

of
 

parallel
 

mechanism
 

parameters

符号 参数意义

R 静平台半径 / mm

r 动平台半径 / mm

la 主动臂长 / mm

lb 从动臂长 / mm

θ 主动臂运动夹角 / ( °)

　 　 运动学正解为已知主动臂运动夹角 θi( i = 1,2,3),
求末端执行器中心点位置(即图 1 中 o点) 在 O - XYZ坐

标系中的坐标(x,y,z)。 其单条支链运动学代数式可表

示为:
lb2 = {[ r - R - lacos(θi)]cos(α i) + x} 2 +

{[ r - R - lacos(θi)]sin(α i) + y} 2 +
( lasin(θi) + z) 2 (2)

联立 3 条支链的约束式
 

(2),可将其化简为一个关

于 z 的一元二次方程。 为简化计算,设中间变量:
k i1 = [ r - R - lacos(θi)]cos(α i)
k i2 = [ r - R - lacos(θi)]sin(α i)
k i3 = lasin(θi)

ì

î

í

ïï

ïï

(3)

通过合并未知项系数解算公式改写为矩阵形式:
a1 b1

a2 b2
( ) x

y( ) =
c1 d1

c2 d2
( ) z

1( ) (4)

式中:
a1 = 2(k11 - k21)
a2 = 2(k11 - k21)
b1 =- 2k22

b2 =- 2k32

c1 = 2(k23 - k13)
c2 = 2(k33 - k13)

d1 = k2
23 - k2

13 + k2
22 + k2

21 - k2
11

d2 = k2
33 - k2

13 + k2
32 + k2

31 - k2
11

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(5)

当最左侧二阶矩阵可逆时,可将其转换为更直观的

代数式:
x = fxz + f1

y = fyz + f2
{ (6)

其中:

fx =
c1b2 - c2b1

a1b2 - a2b1

fy =
a1c2 - a2c1

a1b2 - a2b1

f1 =
b2d1 - b1d2

a1b2 - a2b1

f2 =
a1d2 - d1a2

a1b2 - a2b1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(7)

将式
  

(6)代入式
  

(2)中,可化简为:
0 = Az2 + Bz + C (8)

式中:
A = fx2 + fy2 + 1
B = 2[(k11 + f1) fx + f2 fy + k13]

C = k11
2 + f1

2 + 2k11 f1 + f2
2 + k13

2 - lb2

ì

î

í

ï
ï

ïï

(9)

最后得:

z =
- B ± B2 - 4AC

2A
(10)

z 有双解,若执行器运动范围在静平台上方,取正值,
反之取负值,将得到的值代入到式

  

(6) 中可得到对应末

端执行器在 O - XYZ 坐标系中的坐标。
运动学逆解为已知末端执行器坐标 (x,y,z) 求各主

动臂运动夹角 θi( i = 1,2,3), 设中间变量:

t i = tan
θi

2( ) (11)

根据三角函数可得:

sin(θi) =
2t i

1 + t i
2

cos(θi) =
1 - t i

2

1 + t i
2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(12)

为简便计算,令:
u i = la2 - lb2 + ( r - R) 2 + x2 + y2 + z2 +

　 2( r - R)cos(α i)x + 2( r - R)sin(α i)y
vi =- 2la(cos(α i)x - sin(α i)y + ( r - R)
w i = 2laz

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(13)

将式
  

(12)与(13)代入式(2)中化简可得:
(u i - vi) t

2 + 2w i t + (u i + vi) = 0 (14)
最终可得单只链主动臂运动夹角公式为:
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θi =

2arctan - 2w i ± (2w i)
2 - 4(u i - vi)(u i + vi)

2(u i - vi)
( ) (15)

由于单条支链可视作平面四杆机构的变体,在给定

末端位置下,每条支链通常存在两个可能的解,因此,对
于 3 条支链,理论上最多存在 8 组可能的逆解组合,其构

型示意如图 2 所示。

图 2　 逆解算的 8 个解组合

Fig. 2　 Eight
 

combinations
 

of
 

solutions
 

for
 

inverse
 

kinematics

在实际应用中,需结合主动臂关节转角范围、运动连

续性以及避免机构干涉等约束条件筛选有效解。 通常优

先选取主动臂与从动杆组成的关节朝向机构外侧的构

型,如图 2 中构型①所示。
1. 2　 空间约束条件

　 　 Delta 机器人的运动范围不仅受限于运动学约束,还
受到其机械结构的约束,主要包括第四轴和支链上球铰

链的约束。
第四轴作为附加的旋转轴,其运动与动平台没有运

动学的耦合,所以不用代入运动学方程中参与计算,应当

只作为活动空间的约束条件。
第四轴约束的几何关系如图 3 所示。 第四轴具有绕

其自身轴线旋转和沿轴线移动两个自由度。 由于机械结

构限制,其运动会在空间中被动生成两个约束曲面。 末

端执行器的运动轨迹必须始终位于两个约束曲面所夹的

可活动空间内。 完整的机器人工作空间,应当是由运动

学公式推导出的空间范围和第四轴的双曲面夹层所围成

的空间交集。

图 3　 第四轴空间约束图解

Fig. 3　 Spatial
 

constrains
 

diagram
 

for
 

the
 

fourth
 

axis

图 3 中的第四轴约束的参数含义如表 2 所示。

表 2　 第四轴约束的参数含义

Table
 

2　 Meaning
 

of
 

constraint
 

parameters
 

for
 

the
 

fourth
 

axis

代号 参数含义

Cmax 第四轴最大伸缩上下万向节中心距 / mm

Cmin 第四轴无伸缩上下万向节中心距 / mm

mu 静系原点至上万向节中心距 / mm

md 动系原点至下万向节中心距 / mm

　 　 两空间曲面的表达式可写为:
( z - mu - md) 2 + x2 + y2 = C2

min

( z - mu - md) 2 + x2 + y2 = C2
max

{ (16)

由于 Delta 机构的动静平台相对位置可做交换,不同

相对关系直接体现为动平台坐标值 z 的大小,若动平台

在静平台下方则取负值,由于表 2 中的参数均为标量,其
约束条件为:

Cmin ≤ x2 + y2 + ( z + md + mu) 2 ≤ Cmax (17)
同理,若动平台在静平台上方则取正值,其约束条件

应为:

Cmin ≤ x2 + y2 + ( z - md - mu) 2 ≤ Cmax (18)
球铰链主要应用于主动臂和从动臂以及从动臂与下

方动平台处的连接,以构成一个平行四边形来保证动坐

标系 UoV 平面在运动过程中始终和静坐标系 XOY 平面

相平行。
针对单一支链上的球铰链约束做分析,主动臂与静

平台坐标系原点所构成的平面如图 4 所示,并且不同支

链构成的平面之间不会互相干涉。 关节连接处的单个球

铰在假定的 Q 坐标系下有着绕 k、i、
 

j 这 3 个方向旋转的

自由度。 若单个球铰头单侧的旋转自由角度最大值为

φ,由于主动臂平行四边形的特性,其活动角度范围则为

2φ。

图 4　 球铰链空间约束图解

Fig. 4　 Spatial
 

constraints
 

diagram
 

for
 

ball
 

hinges

设平面 OAB 的法向量为 n→,则从动臂极限位置下和

法向量夹角为(90 - φ)°。 其在空间中的表现形式如图 4

所示,会围绕向量 n→ 生成一个形似悠悠球的无效空间。
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各支链的向量表达式可写为:

OA i
→ =

Rcos(α i)

Rsin(α i)

0
( )

A iB i
→ =

lacos(θ i)cos(α i)

lacos(θ i)sin(α i)
- lasin(θ i)

( )
B iC i

→ =

( r - R - lacos(θ i))cos(α i) + x

( r - R - lacos(θ i))sin(α i) + y

lasin(θ i) + z
( )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(19)

其中,由 OA iB i
 构成的平面法向量为:

n i
→ =OA i

→·A iB i
→ (20)

由反三角函数和向量点积的性质可得:

∠(n→B iC i
→) = arccos

n→·B iC i
→

n→ · B iC i
→( ) (21)

所求得夹角 ∠(n→B iC i
→) 为法向量和从动杆向量之间

的夹角,若从动臂向量处于图 4 中的无效区间。 其约束

条件为:法向量与从动杆向量之间的夹角应当>(90-φ)°
且<(90+φ)°,表达式可写为:

90° - φ ≤ arccos
n→·B iC i

→

n→ · B iC i
→( ) ≤ 90° + φ (22)

综上所述,代入第四轴约束和球铰约束的完整运动

学解算公式为:
lb2 = {[r - R - la·cos(θ i)]·cos(α i) + x}2 +

　 {[r - R - la·cos(θ i)]·sin(α i) + y}2 +

　 (la·sin(θ i) + z)2

Cmin ≤ x2 + y2 + ( z + md + mu) 2 ≤ Cmax

90° - φ ≤ arccos
n→·B iC i

→

n→ · B iC i
→( ) ≤ 90° + φ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(23)

2　 密度法理论和实践方法

2. 1　 密度法理论基础

　 　 基于前文推导的运动学公式,通过限制主动臂运动

范围与步长,遍历主动臂关节角度即可生成一系列离散

空间点[28] 。 如图 5 所示,这些点集可初步表达出机器人

可达工作空间的形貌与位置。
不难看出,Delta 机器人的可达工作空间是由多个复

杂空间曲面包络而成的近似纺锤体。 在引入工程约束

图 5　 Delta 机器人工作空间示意图

Fig. 5　 Schematic
 

diagram
 

of
 

Delta
 

robot
 

workspace

后,实际可达空间将进一步被压缩。
Delta 机器人的运动控制普遍采用基于末端工作空

间的规划策略[29-30] 。 先在工作空间中规划出期望轨迹,
再通过逆运动学求解驱动关节的转动角度[31-34] 。 这就要

求在机器人的可达工作空间内界定出一个安全且连续的

运动子空间———即安全走廊。 由此可引申出一个实际问

题:安全走廊的边界应当如何确定。
从空间利用率最大化的角度出发,最理想的方式是

直接求取可达工作空间的包络曲面。 然而如前文所述,
可达工作空间的边界由运动学方程与多重工程约束隐式

表达,无法用简洁的解析式描述,传统几何包络与数值搜

索方法难以兼顾精度与效率。
为此,本文基于最大内切工作曲面理论,提出一种密

度法(density
 

method) 用于求解工作空间的最大内切曲

线。 该方法将边界检测视为一种隐式水平集过程

(implicit
 

level
 

set
 

process):通过空间点集构建连续密度

场,将边界识别转化为对密度梯度极值点的探测,从而隐

式确定最大内切边界。 与水平集方法类似,边界由密度

场的突变自然形成,无需直接求解曲面方程,也无需依赖

人工参数设置。
基于上述思路,为了更好地解释密度法的理论基础,

可建立如下理论模型:将 Dleta 机器人的可达空间延 Z 轴
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切开,在单层工作空间平面上构建一个密度场。
工作空间本身并不具备“密度”这一属性,密度法的

核心步骤为在工作空间边界内外,构建均匀的密度场,如
图 6 所示。

图 6　 单层切片上的密度场

Fig. 6　 Density
 

filed
 

on
 

single
 

layer
 

slice

边界内部区域是点云存在的区域,因此密度场可构

建为:
ρ 1(r,t) = C　 (C ⊂ N) (24)
其中, r 是描述空间中任意一点坐标的位置矢量,在

本文构建的笛卡尔坐标系下,r 应当表示为:
r = xî + yî + zî (25)
由于所构建的密度场是静态的,时间变量 t 在此项

可忽略。 而在边界外侧区域不存在点云,故其密度场可

构建为:
ρ 2(r,t) = 0 (26)
最大内切曲面的求解问题,映射到单层切片上可被

转换为最大内切圆的求解问题。
如图 7 所示,假设此单一平面上有若干个以单层切

片的形心为圆心,半径以等差 Δr 增长的圆,不断向边界

逼近。

图 7　 圆对边界的逼近

Fig. 7　 The
 

boundary
 

approximation
 

with
 

the
 

circle

以离散的形式,可将第 n 个圆与第 n-1 个圆围成的

圆环的面积可表示为:
Sn = (2n - 1)π(Δr) 2 (27)
此时该圆环所承载的质量为:

Mn = ∬
s n

ρdS = (2n - 1)(Δr)2πρ,n = 0,1,2,… (28)

当圆环始终处于边界内时,其密度系数
 

ρ = ρ1 =C,相
邻两环的环质量之差始终为:

ΔM = (Mn - Mn-1) = 2π(Δr) 2ρ 1 (29)
则环质量随圆环半径增长的变化率为:

Mn

·
=
Mn - Mn-1

Δr
= 2πρ 1Δr (30)

上述参数均为常数,说明在边界内环质量与环半径

的关系是成正比的。
而当围成的圆环突破了边界后,此时圆环所承载的

质量就变为了:
Mn = [(2n - 1)(Δr) 2π - S]ρ 1 (31)
其中,S 为环超出边界部分的面积,边界形状与当前

圆环的相交关系决定。
此时相邻环的质量之差为:
ΔM = (2π(Δr) 2 - S)ρ 1 (32)
此时的变化率为:

Mn

·
= 2πρ 1Δr -

S
Δr( ) ρ 1 (33)

其含义为,随着环越过边界,超出边界部分的面积 S
不断增大,环质量增长的趋势将会减缓。

当 Δr 趋近于无穷小时,相邻环质量差与半径增量的

比值(变化率)将无限趋近于连续导数:

lim
Δr→0

ΔM
Δr

= f( r) = dM( r)
dr

(34)

其物理意义可表示为,密度在径向位置上的分布

函数。
而连续导数初次下降的点(极大值点) 所对应的半

径即为此层切片上的最大内切圆半径,因此单层切片上

最大内切圆的判别条件以离散的方式可写为:
ΔM
Δr r = R -

max

>
ΔM
Δr r = R +

max

(35)

或以连续的方式写为:
Rmax = argmaxr f( r) (36)
综上所述,密度法求解最大内切圆半径的推导流程

如图 8 所示。
其核心思想可归纳为以下逻辑链条:1)以空间点云

的自然分布情况,构建出连续的密度场;2) 确定半径增

量,并以形心为圆心,逐步增大半径,使得圆不断向密度

突变的边界逼近;3)通过比较相邻圆环的质量差变化趋

势,判别半径的增长是否达到边界,并以此为条件求出其

中的最大内切圆半径。
2. 2　 基于空间点集的密度法应用

　 　 2. 1 节中对密度法理论的分析为边界判别提供了准

则。 在实际求解中为实现数值计算,需要将其离散化。
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图 8　 密度法推导流程

Fig. 8　 Derivation
 

process
 

of
 

density
 

method

根据对密度场的构建方式不同,本文衍生处两类实现方

法,它们共享同一判别逻辑,但数据基础不同。
文中计算与实验所使用的

 

Delta
 

机器人关键结构参

数详见表 3。

表 3　 Delta 机器人参数表

Table
 

3　 Delta
 

robot
 

parameter
 

table

代号 值 含义

R 160
 

mm 静平台半径

r 55
 

mm 动平台半径

la 250
 

mm 主动臂长

lb 600
 

mm 从动臂长

mu 94. 5
 

mm 静系原点至上万向节中心距

md 34. 5
 

mm 动系原点至下万向节中心距

Cmax 528. 234
 

mm 第四轴最大伸缩量

Cmin 354. 709
 

mm 第四轴无伸缩量

φ 50° 球铰链最大允许偏转角

　 　 基于离散点云的统计方法(以下简称点集法),其本

质是用规则采样的离散点集来模拟连续密度场通过统计

点在不同半径环内的分布变化来探测梯度突变点,基于

空间离散点云的求解法如图 9 所示。
首先,在静坐标系下生成一个覆盖理论可达空间的

均匀分布点云。 随后,再将得到的空间点代入到运动学

解算公式中进行可达性判断,进而筛选出一个以规则排

列点云表达的可达工作空间模型。
此可达工作空间模型可轻易的划分为若干个不同

图 9　 点集法求解流程

Fig. 9　 Solution
 

flow
 

of
 

point
 

set
 

method

Z 轴高度上的点云切片。 而各层切片都是使用运动学公

式约束筛选得到,也就天然地生成了不同高度下的密度

场分布边界。 在单层平面上,有效点的集合在平面构建

出了如图 6 所示的密度场。 由于此时密度场以离散点的

形式被表示,因此单层切片中的每个点,都可被视作为此

点邻域上的质量集合体。
由于最大内切曲面在单层切片上体现为最大内切

圆,也就表示本文只关心半径方向上的分布情况,因此单

层切片上的空间点可通过计算其与形心点的阿基米德距

离,实现数据降维,从而得到分布在半径方向上的点的集

合,此集合可表示为:
Ni = [ r1,r2,…,ri],

 

i = 1,2,…,n (37)
其中,ri 为二维点降维在半径方向上分布的点离原

点的间距。
根据此点集,可得到离散的点在半径方向上的分布,

但为了精确的寻找出密度梯度变化点以确定边界,本文

使用核密度估计的方式将离散分布的点集转换为平滑且

连续的概率密度函数。 核密度估计的理论图解如图 10
所示。

图 10　 数据体切片与核密度估计

Fig. 10　 Volumetric
 

slice
 

and
 

KDE

核密度估计求解连续分布函数的思路为:由于单个

离散点 ri 被视为其邻域的质量集合体,那么亦可将此点

所承载的质量以一定分布形式分散到其邻域内。
如图 10 所示,每个样本点 ri 像一个路灯,其灯光覆

盖一定范围。 若多个路灯相距较近,其灯光重叠区域的

亮度就更高。 具体计算时,针对区域点 x i,计算所有样本

点 ri 对该位置的“辐射贡献”,所有样本点的辐射值相加

后归一化,即可得到此处的密度函数值 f(x i)。 即如果说
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此点周围的点较多,如图 10 中点 x3 处
 

,那么得到的函数

值 f(x3)在此处的值更大,反之则更小。
完整的核密度估计函数表达式为:

f(x) = 1
nh∑

n

i = 1

1
2π

e
- 1

2
x-ri
h( )

2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (38)

其中,h 为带宽,体现单个样本点对邻域的辐照范

围,n 为点集中的样本点个数,ri 为样本点的位置。
此时前文中提到的最大内切圆半径的判别条件,可

直接转换为寻找此分布函数上一阶导数为零且二阶导数

为负的极大值点。
该分布函数一阶导数为:

f ′(x) = - 1
nh2 2π

∑
n

i = 1

x - ri
h( )e

- 1
2

x-ri
h( )

2

(39)

分布函数二阶导数为:

f″(x)= 1
nh3 2π

∑
n

i = 1

x - ri
h( )

2

- 1é

ë
êê

ù

û
úú e

- 1
2

x-ri
h( )

2

(40)

上式中的带宽 h 作为唯一参数,直接影响连续分布

函数的平滑效果[35] 。 比较容易理解的是,若单个样本点

ri 的带宽过小,相邻样本点之间会存在均不被左右两侧

辐照的位置,在函数曲线上直接表现为曲线有多个“毛

刺”,无法准确判别极值点。 若带宽选择过大,则曲线将

被过度平滑,密度变化趋势不会很明显,对于部分样本点

较少的区域,极值点位置往往会偏大。 因此本文使用

Scott 规则(Scott′s
 

normal
 

reference
 

rule),根据样本点集自

适应选择带宽,其公式为:
h = σ(n -1 / 5) (41)
其中,σ 为样本标准差,n 为样本点个数。 标准差

越大代表样本分布范围越广,带宽取值应当越大,但随

着样本点个数 n 的增加,数据点之间变得更加密集,就
需要减小带宽以避免过渡平滑。 式( 41)将数据的离散

程度和样本量结合起来,提供了一个随数据自适应变

化的带宽。
为定量分析带宽 h 对最大内切圆半径求解结果的影

响,选取图 10 中的 Z= -460
 

mm 高度下的单层数据体切

片作为数据样本。
设置标准带宽 h1 =σ(n-1 / 5),小带宽 h2 = 0. 1 h1 和大

带宽 h3 = 10 h1,进行对比实验。 3 种带宽下估计得到的

径向密度函数曲线如图 11 所示。
同前文理论分析结果相同。 小带宽得到的密度曲线

存在多个毛刺,在小尺度上存在多个假峰,无法通过求极

值点的方式求得最大内切圆半径。 大带宽得到的曲线过

于平滑,直接消除了样本种本身存在的局部密度变化趋

势,所求得的极值点,并不是真实的最大内切圆半径。 标

准带宽下,密度曲线在保持整体平滑的同时有效体现了

样本在小尺度下的变化趋势,可以得到准确的最大内切

图 11　 不同带宽下的径向密度曲线

Fig. 11　 Radial
 

density
 

curve
 

for
 

different
 

bandwidths

圆半径。 从图 11( b)中,可观察到其密度分布曲线有两

个极大值其原因是,数据样本的分布受 Delta 机器人的机

械结构限制,不同高度下的切片点集分布形态各异,其对

应的
 

KDE
 

曲线如图 12 所示,可大体可分为 3 类:1)底层

切片内部点均匀分布,函数曲线呈现单峰趋势;2)中层切

片由于结构特性切片内部存在孔洞,其函数呈现双峰;3)
顶层切片切片上的点不再连续,点云与点云极值存在真

空带,因此函数呈现明显的双峰。
上中下各层的取值范围不同,对于单峰曲线,选取

其唯一峰值点对应的半径,对于双峰曲线,选取内侧半

径较小处峰值点对应的半径。 通过整合不同层对应的

边界半径,可以得到一条与 Z 高度对应的极大半径内

切曲线。
为探究点分布模式对最终得到的最大内切曲线的影

响,在点集生成阶段采用了两种不同的生成方式:1)蜂巢

分布:相邻点间距绝对相等;2)正方形分布:X 和 Y 方向

均匀分布,如图 13 所示。
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图 12　 不同单层切片的密度曲线
Fig. 12　 Density

 

curves
 

of
 

different
 

single-layer
 

slices

图 13　 点集法曲线(无第四轴约束)
Fig. 13　 Point

 

set
 

method
 

curve
 

(without
 

fourth
 

axis
 

constraint)
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　 　 图 13 中 d 表示点与点之间的最小分布距离(对于正

方形分布,d 即正方形边长;对于蜂巢分布,d 为正六边形

边长)。
针对常见的两种不同的常见 Delta 构型(有无第四

轴)。 考虑不同点分布类型和不同边长带来的影响,共作

出如图 13 中共 20 条不同的最大内切工作曲线。
表 4 和 5 分别展示了无第四轴约束下和有第四轴约

束下,不同点间距 d 和分布模式得到的最大内切工作曲

线展开成曲面后的容积及使用的总点数。

表 4　 点集求解曲线结果(无第四轴约束)
Table

 

4　 Point
 

set
 

solution
 

curve
 

result
 

(without
 

fourth
 

axis
 

constraint)

点间距 /
mm

蜂巢分布 正方形分布

容积 / L 点数 容积 / L 点数

d= 1. 0 120. 488 37
 

815
 

062 120. 161 32
 

749
 

090

d= 2. 0 118. 403 9
 

453
 

649 118. 227 8
 

187
 

344

d= 2. 5 117. 619 6
 

050
 

316 117. 208 5
 

239
 

633

d= 5. 0 114. 825 1
 

512
 

537 114. 363 1
 

309
 

782

d= 10. 0 111. 475 378
 

209 111. 195 327
 

447

表 5　 点集求解曲线结果(有第四轴约束)
Table

 

5　 Point
 

set
 

solution
 

curve
 

result
 

(with
 

fourth
 

axis
 

constraint)

点间距 /
mm

蜂巢分布 正方形分布

容积 / L 点数 容积 / L 点数

d= 1. 0 39. 862 15
 

671
 

435 39. 842 13
 

571
 

951

d= 2. 0 38. 956 3
 

918
 

046 38. 861 3
 

392
 

841

d= 2. 5 38. 620 2
 

507
 

361 38. 441 2
 

171
 

476

d= 5. 0 37. 279 626
 

757 37. 179 542
 

814

d= 10. 0 35. 756 156
 

704 35. 587 135
 

702

　 　 综合图 13 和表 4、5 的数据分析得:
1)相同分布模式下,点间距 d 越小,计算得到的容积

越大,曲线更接近真实工作空间容积;
2)在相同点间距 d 下,蜂巢分布比正方形分布需要

更多点数 ( 约多
 

15% ), 但获得的容积差异极小约
 

0. 05% 。 正方形分布具有更高的点利用效率;
3)综合考虑计算精度和效率,选用 d = 1

 

mm 步长下

的正方形分布结果作为点集求解法的代表曲线。

2. 3　 基于运动学公式的密度法应用

　 　 基于运动学方程解算的方法(以下简称公式法),此方

法的本质是直接在连续域利用运动学方程判断点是否可

达。 它通过计算虚拟圆周上有效点的比例变化来模拟“环
质量”梯度,从而探测边界,公式法理论图解如图 14 所示。

图 14　 公式法图解

Fig. 14　 Diagram
 

of
 

formula
 

method

该方法的核心思想是直接在二维切片上模拟密度场

中环形区域的质量计算:
如图 14 所示,对于给定高度 Z和半径 r的圆,在圆周

上以固定角度步长均匀生成若干个点。 理论上的环质量

可以直接表示为圆周上的线积分:

M( r) = ∮
C( r)

ρ(p)ds (42)

其中, C( r) 是半径为 r 的圆周,ρ(p) 是该点处的密

度。 当圆周 C( r) 始终处于有效区间内时,其质量 M( r)
正比与周长 2πr。

圆周 C( r) 触及工作空间边界时,圆周上部分点将位

于无效区间。 此时 M( r) 不再与 r 成简单正比关系,而会

呈现出先增后减的趋势。
由于直接计算式(42) 积分和精确判定边界穿越点

比较困难,则使用离散化的方法计算圆周上每个采样

点 p 是否满足运动学约束,如图中的线段 L 分别由两段

线段 L1、L2 组成,其线段质量应当为:

mass(L) = ∫
L1

ρ1dl + ∫
L2

ρ2dl (43)

由于点 p 作为线段邻域的质量承载体,线段 L 的质

量可被离散替代为:
mass(L) = L·ρ(p) (44)
进一步推广到整个圆环,设总点数 N_{all}( r) 直接

统计在有效区间内的点个数 N_{valid}( r), 定义离散化

的“环质量”为:

M( r) ≈ N_{valid}( r)
N_{all}( r)

·2πr·ρ 1 (45)

在离散化的 M( r) 曲线上寻找其梯度发生显著下降

的临界点
 

r, 即对应最大内切圆半径:

Rmax(Zk) = argmaxr
ΔM( r)

Δr
(46)

将点集法
 

(d=1
 

mm,
 

正方形分布)
 

与解析公式法求得

的最大内切工作曲线进行对比,结果如图 15 和表 6 所示。
结合图 15 和表 6 中的数据分析可得出结论,点集法

求得的容积小于解析公式法求得的容积,差异约为
 

4. 4% ~
8. 6%。
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图 15　 公式法与点集法结果对比

Fig. 15　 The
 

formula
 

method
 

and
 

point
 

set
 

method
 

results
 

comparison

表 6　 点集法与公式法曲线参数对比

Table
 

6　 Curve
 

parameters
 

comparison
 

between
 

point
 

set
 

method
 

and
 

formula
 

method

类型 点集法容积 公式法容积 容积比值

无第四轴 120. 161
 

L 125. 689
 

L 95. 60%

有第四轴 39. 842
 

L 43. 716
 

L 91. 14%

利用率 33. 16% 34. 80% —

　 　 其原因在于密度法理论构建的是统计意义上均匀连

续的密度场。 点集法使用的离散点云虽然具有工程对称

性和规律性,但无法完美体现这种统计均匀性[36] 。
如图 16 所示,随着采样点密度增加

 

,伪边界逐渐逼

近真实边界。 反映到最大内切曲线上即为,同一分布条

件下,点密度越高得到的曲线展开容积就越大。 两种求

解方法相比较,点集法反映的是基于当前采样密度下的

伪边界内切空间,而解析公式法
 

更接近理论上的真实最

大内切空间。

图 16　 离散点集对真实边界的统计逼近

Fig. 16　 Statistical
 

approximation
 

of
 

real
 

boundary
 

by
 

discrete
 

point
 

set

点集法得到的略小的容积并非纯粹的缺点。 如

图 16 所示,点集法曲线在靠近水平面外围保留了更多空

间。 这些区域恰好位于 Delta 并联机器人主要的活动范

围。 其缺失的部分空间,天然地提供了宝贵的工程安全

裕度,在接近其运动学奇异点时,进行轨迹调整和纠偏,
可作为机器人运动控制中的缓冲地带。 点集法求解得到

的最大内切工作曲线适合于实际工程应用,可直接作为

末端执行器运动范围的安全限位边界。
而公式法作为更加精确的计算方式,则可为 Delta 机

构运动学尺度综合计算最大内切工作曲线时提供简便可

靠的工具。

3　 仿真与实验

　 　 为验证密度法求解最大内切工作曲线的有效性,本文

采用理论计算、仿真分析和物理实验 3 个环节进行相互印

证。 从求解得到的 4 条最大内切曲线中,选取 3 个代表性

高度(Z= -500
 

mm,Z= -550
 

mm,Z = -600
 

mm),并记录各

高度下对应的最大内切半径,具体数据详见表 7。

表 7　 仿真与实验参数选取

Table
 

7　 Selection
 

of
 

simulation
 

and
 

experimental
 

parameters (mm)

Z 高度
有约束 无约束

点集法 公式法 点集法 公式法

-500 358. 997 376. 000 424. 102 440. 000

-550 304. 645 319. 000 400. 846 414. 000

-600 225. 957 239. 000 367. 615 382. 000

　 　 在仿真环节,限制主动臂运动角度范围为 α i ∈
( - 30° ~ 90°)。 设定末端执行器完成一个完整圆周运

动的周期为 10
 

s,运动轨迹离散化为 500 个步长点在运

动过程中,当末端执行器每转过一个角度增量时,计算当

前位置下 3 个主动臂对应的关节角度 α i。
使用 Adams 软件进行逆向运动学仿真。 将 Delta 机

器人模型导入 Adams,并按表 7 内容设定不同高度和半

径的圆周运动轨迹参数及初始值。 仿真时间为 10
 

s,运
动步长为 500,与理论计算保持一致。 仿真结果与理论

计算数据的对比如表 8 所示。
偏差均值指在整个圆周运动过程中,3 个主动臂在

每个离散时间步的理论计算角度与 Adams 仿真角度之

差的绝 对 值 的 平 均 值。 以 Z = - 500
 

mm, 半 径 r =
358. 997

 

mm 为例,图 17 展示了该条件下 3 条主动臂的

理论运动轨迹与仿真结果的对比。
图 17(a) ~ ( c)中 3 条主动臂的运动角度轨迹。 所

有曲线均在设定的主动臂关节角度限制范围内。
图 17(d) ~ ( f) 为同一时刻下理论计算角度与仿真

角度的偏差曲线。 偏差均值极低, 最大偏差值约为

5×10-6
 

°。 表 8 和图 17 的结果表明,理论计算与
 

Adams
 

仿真结果高度一致,偏差均值在 10-7° ~ 10-8°量级,远低

于工程应用的精度要求。 因此后续直接使用高可信度的

仿真结果与实验结果进行对比。
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表 8　 理论计算与仿真的对比结果

Table
 

8　 Comparison
 

results
 

between
 

theoretical
 

calculations
 

and
 

simulations

Z 高度 /
mm

半径 /
mm

最大角度 /
( °)

最小角度 /
( °)

偏差均值 /
( °)

-500

-550

-600

358. 997 72. 331
 

522 -23. 451
 

437 1. 684
 

23×10-7

376. 000 75. 896
 

636 -23. 223
 

393 5. 547
 

57×10-8

424. 102 86. 308
 

677 -21. 991
 

085 1. 218
 

36×10-7

440. 000 89. 900
 

272 -21. 401
 

348 2. 685
 

3×10-8

304. 645 66. 942
 

162 -11. 130
 

259 1. 968
 

77×10-7

319. 000 69. 779
 

345 -11. 348
 

065 -5. 048
 

57×10-8

400. 846 86. 891
 

590 -11. 039
 

803 1. 574
 

45×10-7

414. 000 89. 859
 

179 -10. 752
 

440 7. 916
 

57×10-8

225. 957 59. 021
 

377 3. 200
 

131 2. 860
 

94×10-8

239. 000 61. 356
 

561 2. 583
 

933 1. 217
 

56×10-7

367. 615 86. 692
 

225 0. 030
 

540 2. 227
 

54×10-8

382. 000 89. 922
 

283 0. 139
 

450 4. 031
 

94×10-8

　 　

图 17　 Z= -500
 

mm 高度下理论与仿真主动臂运动对比

Fig. 17　 The
 

theoretical
 

and
 

simulated
 

active
 

arm
 

movements
 

comparison
 

at
 

a
 

height
 

of
 

Z= -500
 

mm

　 　 实验平台实物如图 18 所示。

图 18　 实验平台实物

Fig. 18　 Physical
 

experimental
 

platform

实验平台的硬件配置的型号如下,运动控制器:
Zmotion

 

406R;伺服驱动器: SIEMENS
 

V90
 

PTI;伺服电

机:SIEMENS
 

1FL6;伺服编码器:SIEMENS
 

32 位绝对值
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编码器。 实验平台杆长以及工程约束等结构参数与表 3
保持一致。 具体实验流程及可视化如图 19 所示。

图 19　 实验流程

Fig. 19　 Experimental
 

flow

图 19(a)表述了完整的实验流程,实验开始时,机器

人 3 个主动臂均位于 XOY 平面 (α i = 0°)。
上位机根据目标高度 Z 和对应的最大内切半径 r

 

,
生成该高度平面上半径为 r 的圆周轨迹。 该圆周被离散

化为 500 个等距空间点。 将连续的圆弧插补运动转换为

点到点的直线插补运动指令序列,以精确匹配仿真步长,
便于后续对比。

运动指令发送至运动控制器,经伺服驱动器放大后

驱动伺服电机。 电机内置编码器实时反馈位置信息,形
成闭环控制。 在每段直线插补运动指令执行完毕后,运
动控制器读取并存储当前 3 个主动臂的关节角度值到内

部寄存器。
所有运动指令执行完成后,控制器将存储的完整角

度数据发送回上位机。
图 19(b)将实验流程可视化,直观展示了实验执行

与数据采集的关键节点,在每一个运动节点完成后采集

到的 (θ1,θ2,θ3) 即为所需要的数据。
由于点集法求得的半径在同高度下小于公式法结

果,若公式法求得的半径对应的运动轨迹能被安全执行,
则点集法对应的更小半径轨迹必定安全。 因此,实验仅

采集了公式法对应的半径轨迹数据。
为确保实验数据与仿真数据在离散点上一一对应,

实验步长同样设置为 500 点。 考虑到 MODBUS 总线通

信存在响应延迟,难以瞬时精确读取角度信息,采用在每

个直线插补段终点停顿并读取角度的策略,以保证采集

数据的准确性。
实验采集到的 6 条空间曲线的主动臂角度数据与对

应的 Adams 仿真结果对比如表 9 和图 20 所示。

表 9　 仿真结果与实验结果的对比

Table
 

9　 Comparison
 

between
 

simulation
 

results
 

and
 

experimental
 

results

Z 高度 /
mm

半径 /
mm

最大角度 /
( °)

最小角度 /
( °)

偏差均值 /
( °)

-500

-550

-600

376 75. 901
 

978 -23. 226
 

387 0. 004
 

217
 

136

440 89. 914
 

955 -21. 398
 

909 0. 006
 

730
 

888

319 69. 783
 

295 -11. 340
 

783 0. 003
 

907
 

984

414 89. 869
 

469 -10. 740
 

275 0. 007
 

702
 

124

239 61. 361
 

210 2. 581
 

316 0. 002
 

955
 

747

382 89. 943
 

382 0. 138
 

978 0. 007
 

392
 

459
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图 20　 Z= -500
 

mm 高度下实验与仿真主动臂运动对比

Fig. 20　 The
 

experimental
 

and
 

simulated
 

active
 

arm
 

movements
 

comparison
 

at
 

a
 

height
 

of
 

Z= -500
 

mm

　 　 以 Z= -500
 

mm,半径 r= 376
 

mm 为例,图 20 展示了

该条件下实验与仿真得到的主动臂角度对比。
图 20(a) ~ (c)

 

3 条主动臂的运动角度轨迹。 如表 9
所示,所有 6 条实验曲线在运动过程中均未超过设定的

主动臂关节角度限制。
图 20(d) ~ ( f) 同一时刻下实验测量角度与仿真角

度的误差曲线。 误差均值约为 0. 004 2°,最大误差值约

为 0. 056 3°。

表 9 和图 20 的实验验证结果表明,在密度法求解得

到的最大内切工作曲线上执行圆周运动,所有主动臂关

节角度均在允许范围内,验证了曲线作为工作空间边界

的有效性。
实验测量角度与高精度仿真结果之间的偏差最大

误差约 0. 056 3°。 该偏差量级在伺服控制系统和传感

器精度范围内,主要来源于实际系统的建模误差、控制

误差和传感器噪声。 此微小误差充分证明了基于密度

法求解最大内切工作曲线的理论方法的正确性和工程

实用性。
为验证前文提到的点集法求解曲线所保留的工程安

全裕度的有效性,在已经过验证的实验平台上设计了一

组安全裕度有效性检测实验, 实验设计思路如图 21
所示。

图 21　 安全裕度实验流程

Fig. 21　 Flow
 

chart
 

of
 

safety
 

margin
 

test

在同一高度 Z 下,设点集法求得的最大内切半径

为 r1 ,公式法求得的最大内切半径为 r2( r1 < r2 ) 。 以切

片形心为圆心,可将径向方向划分为 3 个区间:1) 内部

区间:r<r1 ;2)安全裕度区间:r1 ≤r<r2 ;3)外部区间:r≥
Z≥r2 。

分别在 3 个区间内任意选取一个半径值,连同点集

法边界半径 r1 与解析公式法边界半径 r2,共得到 5 个不

同径向位置的半径值,可分别代表 3 个区间内和两边界

上的运动轨迹参数。 将上述半径升维为同一高度 Z 下的

空间圆弧轨迹,使机器人末端执行器分别沿这 5 条轨迹

运动。
根据前文提到的运动约束条件( 主动臂运动角度

-30°<α<90°) ,可通过监测各轨迹运动过程中主动臂

角度是否越限,判别点集法边界曲线所留出的安全裕

度的有效性。 此实验中选用的 5 条曲线的参数如表 10
所示。

实验步骤与验证曲线正确性的流程相似,每条曲线

的运动步数均设置为 500,将 5 条曲线的主动臂运动轨迹

放在一起做直观对比,如图 22 所示。
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表 10　 安全裕度实验曲线参数表

Table
 

10　 Parameters
 

of
 

safety
 

margin
 

test
 

curve

位置 半径 / mm

内部 414. 000

边界 1 424. 102

安全区间 430. 000

边界 2 440. 000

外部 450. 000

图 22　 主动臂运动对比

Fig. 22　 Comparison
 

diagram
 

of
 

active
 

arm
 

movement

　 　 实验采集到 5 条运动曲线实验结果如表 11 所示。
结合图 22 与表 10 中的数据分析可得:1) 内部区

间与点集法边界的轨迹全程满足角度约束;2) 安全裕

度区间轨迹的最大角度为 87. 63°,虽已接近 90°上限,

　 　 　 　 表 11　 安全裕度实验结果
Table

 

11　 Safety
 

margin
 

test
 

resultse

曲线半径 / mm 最大运动角度 / ( °) 最小运动角度 / ( °)

414. 000 84. 072 -22. 320

424. 102 86. 309 -21. 991

430. 000 87. 630 -21. 783

440. 000 89. 900 -21. 401

450. 000 92. 212 -20. 985

但仍在约束范围内,证实了其可达性;3) 公式法边界轨

迹的最大运动角度为 89. 90°,几乎触及极限;4)外部区

间轨迹的最大角度达到 92. 21°,明显超出 90°的约束上

限,导致运动过程中触发关节限位,证实了外部区域不

可达。
上述实验结果直接证明点集法求解曲线相较于公

式法曲线,在 - 500 mm 的径向方向上主动预留了约

15. 898 mm
 

的安全裕度。 安全裕度区间范围内,主动臂

运动轨迹平稳且未超限,该裕度足以保证机器人在执行

轨迹时主动臂角度远离极限位置,从而有效避免关节超

限导致的失稳风险。

4　 结　 　 论

　 　 1)
 

针对 Delta 并联机器人最大内切曲线求解的问

题,提出基于密度场理论的全新求解方法成功求解了

Delta 并联机器人的最大内切工作曲线。 结合运动学约

束与工作空间边界条件,将工作空间边界问题转化为密

度梯度突变检测,规避了复杂空间曲面解析建模的困难。
其方法独立于机构参数,可适配任意 Delta 构型,通过解

析公式法与数值点集法双路径验证,验证了密度法的普

适性。
2)

 

解析公式法基于运动学方程计算边界,精度高,
迭代快,相较于数值点集法容积大 4. 4% ~ 8. 86% ,适用

于结构参数优化设计。 数值点集法以离散点生成密度

场,通过核密度估计(KDE)转换为一维连续函数,利用函

数极值点判别边界。 其结果为工程应用提供天然缓冲空

间,相较于解析公式法预留了 3. 2% ~ 5. 4% 安全裕度,适
合作为实际运动控制的限位条件。

3)
 

代入约束条件后空间利用率仅约为 35% ,进一步

体现了结构参数改进的重要性,最大内切曲线求解为

Delta 机器人尺度综合提供了一个统一的评价参数。 将

期望工作空间这一主观性较强的概念,转换为了由机构

自身性质决定的指标,对后续 Delta 并联机器人轨迹规

划、运动控制以及尺度综合研究有一定参考价值。
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